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摘要 设 G 为有限群, N 是 G 的正规子群. 记 J = J(F [N ]) 为 F [N ] 的 Jacobson 根, I = Ann(J) =
{α ∈ F [G]|Jα = 0}为 J 在 F [G]中的零化子. 本文主要研究了, 根据 F [G/N ]和 F [G]/I 的 Cartan矩
阵, 分解 F [G] 的 Cartan 矩阵. 这种分解在 Cartan 不变量和 G 的合成因子之间建立了一些联系. 本
文指出 N 中 p- 亏零块的存在性依赖于 Cartan 不变量或者 I 在 F [G] 中的性质, 证明了 Cartan 矩阵
的分解部分地依赖于 B 所覆盖的 N 中的块的性质. 本文研究了 b 为 N 上的块且 l(b) = 1 时, 覆盖 b
的 G 中的块 B 的性质. 在两类情形下, 本文证明了块代数上关于 Brauer 特征标次数的猜想成立, 涵
盖了 Holm 和 Willems 研究的某些情形. 进而对 Holm 和 Willems 提出的问题给出了肯定的回答. 另
外, 本文还给出了 Cartan 不变量的一些其它结果.
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设 A为 Frobenius代数, J(A)为其 Jacobson根.文献 [5]中, A的 Cartan矩阵和 A/J(A)i (i > 1)
的 Cartan矩阵建立了一些关系.进一步,若设 A为群代数 F [G],其中 G为有限群, F 为特征 p (p > 0)
的域. 对于 G 的正规子群 N , 已知群代数 F [G] 和 F [G/N ] 之间的一些相关结果. 例如, Alperin 等在
文献 [6]中给出了 F [G]和 F [G/N ]的 Cartan矩阵之间的一些关联, Lusztig给出的一个结果 (参见 [7,
162 页, 引理 4.26]) 也揭示了它们的这种关联. 而关于 F [G] 和 F [G/N ] 的投射模之间的关系, 读者可
参阅文献 [8].
对于 G 的正规子群 N , 记 I 为 J(F [N ]) 在 F [G] 中的零化子, 显然此时 I 为 F [G] 的理想. 本文
依据 F [G/N ] 和 F [G]/I 的 Cartan 矩阵, 来分解 F [G] 的 Cartan 矩阵, 进一步得到 Cartan 不变量和
F [G] 的合成因子之间的关系, 从而推广文献 [9] 中的结果.
若 B 为 G 的一个 p- 块代数, 则 B 的 Cartan 矩阵的分解, 很大程度上与 B 所覆盖的 N 上的
p- 块有关. 而对于 N 上的 p- 块, 下面先从两种简化情形开始讨论: 一种是 N 上的亏零块; 另一种是
N 上只含一个不可约 Brauer特征标的 p-块. 相应的,本文将讨论何时块 B 能覆盖 N 的 p-亏零块,同
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时对于给定的 I 或者 Cartan 不变量, 给出 N 中 p- 亏零块代数存在性的几个条件.
对于 G的 p-块 B,记 k(B)和 l(B)分别为 B 的不可约常特征标和不可约 Brauer特征标的个数.
当 N 上的块 b 满足条件 l(b) = 1 且 B 覆盖 b 时, 我们着重讨论一下 B 上的 Cartan 不变量的变化.
由 Brauer 第一主定理, 若 B 是 G 上以 D 为亏群的块, 则它在 NG(D) 上的 Brauer 对应块 B̄ 总满足
上述条件. 这样本文所考虑的情形就是常见情形了.
最近 Holm和Willems在文献 [10, 11]中给出了 Brauer特征标次数的几个猜想.其中一个猜想是:






等式成立当且仅当 l(B) = 1. 虽然在一般情形下证明这些猜想并不容易, 但关于这些猜想已有部分肯
定的结果. 而本文将在前述所研究的条件下证明上述猜想也成立, 这也涵盖了文献 [10, 11] 中的一些
情形.
对于 G 上以 D 为亏群的 p- 块 B, 若 C 为其 Cartan 矩阵, Holm 和 Willems 在文献 [11] 中还提
出了一个问题: 是否有
Tr(C) 6 l(B)|D|
成立? 这个问题的肯定回答也暗含了 Holm 和 Willems 在文献 [11] 中的猜想. 而本文就该问题给出了
一些有意义的结果, 在所研究的条件下证明上述问题是有肯定回答的, 进一步增强了我们在一般情形
下寻找该问题肯定回答的信心.
作为本文结果的应用, 我们还考虑了给定亏群条件下, Cartan 不变量的边界问题. 这源于 Brauer
问题 VII (参见文献 [7, 第 IV 章, 第 5 节]). 我们将证明在本文所研究的条件下, Cartan 不变量是以亏
群的阶为界的.
关于 Cartan矩阵的另外一类有意义的研究是其特征值问题,可参看Wada的工作 (参见文献 [12]).
本文也给出了该研究方向的一个类似结果, 稍微推广了文献 [12] 中的结论 (参见文献 [7, 第 IV 章, 引
理 4.26]).
本文结构组织如下: 第 2节介绍两个基本的引理. 第 3节讨论 F [G]、F [N ]和 F [G]/I 之间的关系.
第 4 节给出 F [G] 和 F [G]/I 的块代数之间的一些关联. 第 5 节依据 F [G/N ] 和 F [G]/I 的 Cartan 矩
阵,给出 G的 Cartan矩阵的分解,进一步得到 G的 Cartan不变量和合成因子之间的关系.第 6节研
究关于 Brauer特征标次数的 Holm-Willems猜想,证明了 B 覆盖正规子群 N 上的块 b且 l(b) = 1时,
或者 B 的亏群 D 包含在可解正规子群 N 中时, 该猜想均正确. 并且在此条件下对 Holm 和 Willems
提出的问题作出了肯定回答. 第 7 节给出了前面几节结果的应用. 最后, 第 8 节给出了一些实例来印
证本文的主要结果.
2 引理
在本文中, 若无特别说明, 所有的 G- 模 M 均指左 G- 模. F 总为特征 p (p 6= 0) 的分裂域. 对于
任意两个 G- 模 M 和 P , 记 (M, P )G = HomF [G](M, P ). 对于 N £ G, 记 J = J(F [N ]) 为 F [N ] 的
Jacobson 根, I = {α ∈ F [G]|Jα = 0} 为 J 在 F [G] 中的零化子. 通常的, PN 表示 G- 模 P 在 G 的子
群 N 上的限制.若 U 为 N -模,则 U↑G 表示 U 到 G上的诱导. 分别以 Hd(M)和 Soc(M)表示 M 的
顶部和基座. 其它的记法和基本结论可参看文献 [5, 13].
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设 N £ G, J = J(F [N ])为 F [N ]的 Jacobson根.通过 G-共轭作用, 可视 J(F [N ])和 F [N ]为 G-
模. 又对于任意的 g ∈ G, 因为 gJ(F [N ]) = J(F [N ])g, 所以 F [G]J(F [N ]) 为 F [G] 的幂零理想, 此时有
F [G]J(F [N ]) 6 J(F [G]). 若 S 是 F [G] 的子集, 则记
r(S) = Annr(S) = {a ∈ F [G]|Sa = 0}
为 S 所决定的右零化子理想.
引理 2.1 设 J = J(F [N ]), r(J) 为 J 在 F [G] 中的右零化子理想. 则有 r(J) = r(F [G]J(F [N ])),
进而 r(J) 为 F [G] 的理想.
证明 易知 r(F [G]J(F [N ])) 6 r(J). 若 a ∈ r(J), 则 Ja = 0. 从而 F [G]J(F [N ])a = 0, 即
a ∈ r(F [G]J(F [N ])).
注记 2.2 在下面的章节中, 总记 r(J) 为 I. 根据 Tsushima 在文献 [9] 中给出的结论, 群代数
F [G] 中心内存在元素 c, 使得 I = F [G]c. 故 F [G]/F [G]J(F [N ]) 也是一个对称代数.
有了引理 2.1, 下面的讨论就比较自然了.
若 M 是一个右 G- 模, M∗ = HomF (M, F ) 为其对偶模, 则 M∗ 为左 G- 模. 记 {P1, P2, . . . , Pn}
为主不可分右 G- 模同构类代表元集合. 因为 F [G] 是一个对称代数, 所以视 F [G] 为左正则 G- 模时,
{P ∗1 , P ∗2 , . . . , P ∗n} 即为主不可分左 G- 模同构类代表元集合. 设 Cartan 矩阵 (cij) 由 {P1, P2, . . . , Pn}
所决定, 其中 cij 为 Hd(Pj) 作为 Pi 的合成因子时所出现的重数 (参看文献 [14, 15]).
引理 2.3 设 S(M∗) = {f ∈ M∗|J(F [N ])f = 0}. 则有
S(M∗) = (M/MJ)∗,
其中 J = J(F [N ]).
证明 由定义可知, S(M∗) 是 M∗ 的 G- 子模. 若
f ∈ (M/MJ)∗ = HomF (M/MJ,F ),
则有 f(MJ) = 0, 即 Jf(M) = 0, 从而 f ∈ S(M∗). 反之, 若 f ∈ S(M∗), 则有 f(MJ) = 0, 即
MJ 6 Ker(f), 可知 f ∈ (M/MJ)∗.
易知 Soc(M∗) 6 S(M∗).
注记 2.4 通常的,对于 U 6 M ,记 U⊥ = {f ∈ M∗|f(u) = 0, u ∈ U}. 则易证得 S(M∗) = (MJ)⊥.
进一步有, (MJ)⊥ = (M/MJ)∗.
3 代数 F [G]、F [N ] 和 F [G]/I 的关系
如前所述, 设 A = F [G] 和 I = r(J). 本节主要研究代数 A/I 的结构, 并且讨论 F [G]、F [N ] 和
A/I 的关联.
首先, 我们给出描述代数 F [G]/I 的结构的一般性结果. 在证明下述结果时, 可以假定理想 I 为
A = F [G] 的任意一个理想. 该结论读者可参看文献 [16]. 为方便起见, 我们给出其证明.
性质 3.1 设 A = F [G], I 为 A 的理想. 视 A 为左正则模时, 记 A =
⊕
P P 为主不可分 A- 模分
解式. 则 A/I =
⊕
P P/P ∩ I, 其中 P/P ∩ I 6= 0 时, P/P ∩ I 为主不可分 A/I- 模.
证明 设 α ∈ I,则 α = ∑P αP ,其中 αP ∈ P . 设 P = Ae,其中 e为 A的幂等元. 因为 αe = αP ,
所以可得 αP ∈ P ∩ I. 从而 I =
⊕
P P ∩ I, 可知 A/I =
⊕
P P/P ∩ I.
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为了说明 P/P ∩ I 为不可分的,下证 Hd(P/P ∩ I)为单模. 先证明 J(A/I) = (J(A)+ I)/I. 注意到
A/(J(A)+I)为半单的. 若 A/M 为单的且 I 6 M ,则有 J(A)+I 6 M . 所以有 J(A/I) = (J(A)+I)/I.
从而可得 J(P/P ∩ I) = (J(A)P + P ∩ I)/P ∩ I, 此时有 Hd(P/P ∩ I) = P/(J(A)P + P ∩ I). 又因
为 P/(J(A)P + P ∩ I) 为 P/J(A)P 的商模, 所以 J(A)P + P ∩ I = J(A)P 或者 J(A)P + P ∩ I = P .
再由 Nakayama 引理可得, P ∩ I 6 J(A)P 或者 P ∩ I = P . 从而 P ∩ I 6= P 时, 有 Hd(P/P ∩ I) =
Hd(P/J(A)P ).
注记 3.2 对于 A的左主不可分模 P ,存在本原幂等元 e,使得 P = Ae,所以有 P ∩ I = IP = Ie
和 P/P ∩ I = Pe/Ie.
利用上述结果的证明可以导出 F [G] 和 F [G]/I 的投射模之间的关系.
推论 3.3 符号记法同上, 记 E = Hd(P/J(A)P ) 为单 A- 模. 则 E 是单 A/I- 模当且仅当 P ∩ I
6= P . 特别的, E = Hd(P/P ∩ I).
注记 3.4 由上述结果可知, 对于单 F [G]/I- 模 E, 若 P 是 E 的 F [G]- 投射覆盖, 则 P/P ∩ I 是
E 的 F [G]/I- 投射覆盖. 从而有一个自然的问题: 当 E 为单 G- 模时, 何种原因导致 E 不再是单 A/I-
模呢? 我们下面给出该问题的解答.
下文中, 均记 r(J) = Ann(J(N)) 为 I.
性质 3.5 符号记法同上,记 E = Hd(P/J(A)P ). 设 E 位于单 N -模 U 上方,即 U |EN . 则 P 6 I
当且仅当 U 是投射单 N - 模.
证明 若 P 6 I, 则 J(F [N ])P = 0, 从而 PN 为投射单 N - 模的直和. 因为 EN = Soc(P )N 6 PN ,
EN |PN , 可得 U |PN , 从而 U 是投射模.







t∈T/N tU , F [T ] ⊗N U = ⊕t∈T/N t ⊗ U , 可定义映射 f 为 f : F [T ] ⊗N U → U ,∑
t∈T/N t⊗ ut 7→
∑
t∈T/N tut, 易知 f 为 T - 模满同态. 从而可得 G- 模满同态:
1⊗ f : F [G]⊗ U → F [G]⊗ U = E.
因为 U 是投射 N -模, P 是 E 的投射覆盖,所以 P |F [G]⊗U = U↑G. 注意到, (U↑G)N =
⊕
g∈G/N g⊗U
为投射单 N - 模的和, 故 PN 亦然. 从而 J(F [N ])P = 0, P 6 I.
上述结果告诉我们一个重要事实: 若 P 是主不可分 G-模,则 PN 半单当且仅当 Hd(P )位于一个
投射单 N - 模上方.
根据性质 3.1, 存在主不可分 G- 模 P , 使得 P 6 I 当且仅当单 A/I- 模的同构类个数小于单 G-
模的同构类个数. 而当 F 是 A 上的分裂域时, 后者恰为 A/J(A) 的中心的维数, 即 DimF Z(A/J(A)).
所以我们得到如下结果, 它给出了 F [N ] 上 p- 亏零块的存在性条件.
性质 3.6 设 A = F [G], F 为 A 的分裂域, N 为 G 的正规子群, J = J(F [N ]), I = {α ∈
F [G]|Jα = 0}. 则投射单 N - 模不存在当且仅当 I 6 J(A).
证明 注意到, J(A/I) = (I + J(A))/I. 记 A = A/I, 则
DimF Z(A/(I + J(A))) = DimF Z(A/J(A))
为单 A/I- 模的同构类个数. 又因为
DimF Z(A/J(A)) = l(G),
其中 A = F [G], 从而结论得证.
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4 G 和 F [G]/I 的块之间的关系
本节将给出几个关于 F [G] 和 F [G]/I 的块代数的结果.
定理 4.1 设 Pi, Pj 为属于群 G 的同一个 p- 块的任意两个主不可分模. 则有 Pi 6 I 当且仅当
Pj 6 I.
证明 因为属于同一个块的任两个主不可分模是连通的 (可参看文献 [14]),所以不失一般性可以
假定 HomF [G](Pi, Pj) = (Pi, Pj)G 6= 0.
记 Ei = Hd(Pi), Ej = Hd(Pj), 设它们分别位于单 N - 模 Ui 和 Uj 上方. 由性质 3.5 可知, 只需证
明: 若 Ui 是投射的, 则 Uj 也是投射的即可.
由 0 6= (Pi, Pj)G 6 (Pi, Pj)N 可得 (Pi, Pj)N 6= 0. 类似于性质 3.5 的证明, 可证得 Pi|(Ui)↑G, 从而
(Pi)N = ⊕(g ⊗ Ui) 为投射单 N - 模的直和. 可知
(Pi, Pj)N = (⊕(g ⊗ Ui),Soc((Pj)N ))N .
下面证明:
对于单 N - 模 U , U |(Ej)N 当且仅当 U |Soc((Pj)N ).
由 Ej = Soc(Pj) 6 Pj 可得 (Ej)N 6 Soc((Pj)N ). 若单 G- 模 E 位于单 N - 模 U 上方, 使得
U |Soc((Pj)N ), 则有 E =
∑
g∈G gU 6 Pj , 可知 E = Ej . 从而 U |(Ej)N .
进而, Soc(Pj)N 和 Soc ((Pj)N ) 可分解为某个单 N - 模的共轭模之和.
再由
0 6= (Pi, Pj)N = (⊕(g ⊗ Ui),Soc((Pj)N ))N ,
根据上述论断可知
(⊕(g ⊗ Ui), (Ej)N )N 6= 0,
从而存在 g, x ∈ G, 使得 g ⊗ Ui ∼= x⊗ Uj . 因 Ui 是投射模, 故 Uj 也是投射模.
注记 4.2 由上述结论, 若主不可分模 P 属于 p- 块代数 B, 则 P 6 I 当且仅当 B 6 I.
下面将给出定理 4.1 的一个更简洁的证明 (仍需使用性质 3.5 中的结论). 由于原证明有助于第 6
节中的讨论, 所以我们更愿意使用原证明. 现给出简化证明:
因为 Ei 和 Ej 属于同一个块, 所以它们必覆盖一些单 N - 模, 且这些单 N - 模属于 N 中 G- 共轭
块. 若 N 的这些 G-共轭块中有一个是亏零的, 则它们全为亏零的. 应用性质 3.5可得, Pi 6 I 当且仅
当 Pj 6 I.
考虑 I 和 G 的块 B 之间的关系, 由性质 3.1 和定理 4.1 可知, B 6 I 或者
B ∩ I = IeB 6 J(B) = BJ(F [G]) = J(F [G])eB ,
其中 eB 为 B 的块幂等元. 对于 N 上的块 b, 记 Bl(G|b) 为位于 b 上方的 G 中块的集合. Bl(N |0) 为
N 中亏零块的集合. 则对 I 有下述结论成立.
推论 4.3 设 N £ G, Np 为 N 中 p- 元集合, c =
∑
x∈Np x. 则有






特别的, I 6 J(F [G]) 当且仅当 c2 = 0.
759













eB∈I F [G]eB = F [G]c
2.
注意到 eB ∈ I 当且仅当 B 位于 N 中亏零块 b 的上方. 由文献 [17], c2 是 F [N ] 中所有亏零块幂


























若 N 是 p- 可解群, 由文献 [7, 第 X 章, 422 页] 可证得 I = F [G]c. 具体证明如下.
设 J(F [N ])在 F [N ]中的零化子 AnnJ(F [N ])为 F [N ]c,其中 c的定义同上. 若 N 是 p-可解的,则
只需证明 I = F [G]AnnJ(F [N ]). 对于任意的 g ∈ G,由 gJ(F [N ]) = J(F [N ])g易知 F [G]AnnJ(F [N ]) 6
I. 另一方面, 若 α =
∑
g∈G agg ∈ I, 记 α =
∑
t∈G/N tβt, 其中 βt ∈ F [N ]. 则对所有的 t ∈ G, 有
J(F [N ])βt = 0. 从而可知对于所有的 t ∈ G, 有 βt ∈ AnnJ(F [N ]). 故 α ∈ F [G]AnnJ(F [N ]).
进一步可得, I 6 J(F [G])当且仅当 c ∈ J(F [G]). 若 N 不是 p-可解的,因 c2 为幂等元,由推论 4.3
仍得到 I 6 J(F [G]) 当且仅当 c ∈ J(F [G]). 此时推论 4.3 就与推论 3.6 一致了.
由上述结果可以立即得到下面的定理:
定理 4.4 设 F [G] = A =
⊕
i Bi 为 A 的 p- 块代数分解式. 记 Bi 为 Bi 在自然映射: A → A/I
下的像. 则有
(1) Bi = 0 当且仅当 (Bi)N 为 F [N ] 中 p- 亏零块之和.
(2) 若 Bi 6= 0, 则 Bi 的单 G- 模也是 Bi 的单 A/I- 模.
(3) A/I =
⊕
i Bi, 其中 Bi = 0 或者 Bi/Bi ∩ I, Bi ∩ I 6 J(Bi).
5 Cartan 矩阵的代数分解式
下面将给出 F [G]、F [G/N ] 和 F [G]/r(J(F [N ])) 的 Cartan 矩阵之间的关系, 并得到一些推论. 其
中一个是关于 Cartan 不变量和群 G 的合成因子的不等式.
记 CG = (cij) 为 G 的 Cartan 矩阵, CG = (cij) 为 F [G/N ] 的 Cartan 矩阵. 对于单 F [G/N ]- 模
Ei, Pi 和 Pi 分别记为 E 的 F [G/N ]-投射覆盖和 F [G]-投射覆盖.则由文献 [14,第 2章,第 11节]知,
Pi ∼= Pi/PiJ 为 F [G]- 模同构, 其中 J = J(F [N ]).
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为了更好地理解下面的证明, 有一个基本的事实是必须提到的: 对于 Frobenius 代数 A 有, AA ∼=
(AA)∗. 若 {P} 是右主不可分模集合, 则 {P ∗} 是左主不可分模集合.
为方便讨论起见. 划分 G 的所有右主不可分模 (同构意义下唯一) 集合为两部分:
S1 = {P | Hd(P )是单G/N - 模}, S2 = {P | Hd(P )不是单G/N - 模},
其中, Hd(P ) 不是单 G/N - 模意味着 N 没有含在单 G- 模 Hd(P ) 的核里面. S1 和 S2 的区别如下所
示:
性质 5.1 设 J = J(F [N ]) 为 F [N ] 的 Jacobson 根, AN 为 F [N ] 的增广理想. 则有
(1) 若 P ∈ S1, 则 PJ = PAN ;
(2) 若 P ∈ S2, 则 PAN = P .
证明 (1) 即为文献 [14, 第 2 章, 第 11 节] 的结论.
(2) 对于 P ∈ S2, 设 E = Hd(P ), 则 E 不是单 G/N - 模. 若 PAN 6= P , 则 PAN 6 PJ(F [G]). 记
P̄ = P/PAN , 则 P̄ 为 G/N - 模, 有 Hd(P ) 是单 G/N - 模, 矛盾.
F [G] 的 Cartan 矩阵 C = (cij) 由右主不可分模 P1, P2, . . . , Pl 确定. 则由文献 [5] 可知
cij = DimF (Pj , Pi)G
= DimF (Pi, Pj)G








从而可得 cij = cji = c∗ij = c
∗
ji. 设 (cij) 为 F [G]/F [G]J 的由 {Pi/PiJ} 决定的 Cartan 矩阵, 即
cij = DimF (Pj/PjJ, Pi/PiJ)G,
其中 J = J(F [N ]). 因为 F [G]/F [G]J 也是对称代数, 所以
cij = cji = cij∗ = cji∗,
其中
cij
∗ = DimF ((Pj/PjJ)∗, (Pi/PiJ)∗)G.
下面的结果有助于计算 cij
∗.
引理 5.2 符号记法同上, 设 N 是 G 的正规子群, P 是右主不可分模, J = J(F [N ]) 为 F [N ] 的
Jacobson 根. 则有 (P/PJ)∗ = P ∗/JP ∗.
证明 注意到 (P/PJ)∗ 和 P ∗/JP ∗ 均为 F [G]/F [G]J 的左主不可分模. 若能证明它们有相同的
顶部, 则它们在同构意义下相等.
一方面, 对于任意的 G- 模 M 有
(Hd(M))∗ = Soc(M∗),Hd(M∗) = (Soc(M))∗,
从而
Hd((P/PJ)∗) = (Soc(P/PJ))∗ = (Hd(P/PJ))∗ = (Hd(P ))∗.
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另一方面, 又有
Hd(P ∗/JP ∗) = Hd(P ∗) = (Soc(P ))∗ = (Hd(P ))∗,
所以它们有相同的顶部.
定理 5.3 符号记法同上, 设 J = J(F [N ]) 和 I = r(J(F [N ])). 矩阵 C = (cij), CJ = (xij) 分别
为 F [G/N ] 和 F [G]/I 的 Cartan 矩阵. 则有
(1) 若 Pi, Pj ∈ S1, 则 cij = cij + xij ;
(2) 若 Pj ∈ S1, Pi ∈ S2, 则 cij = xij ;
(3) 若 Pi, Pj ∈ S2, 则 cij = aij + xij , 其中 aij 为代数 F [G]/F [G]J 的 Cartan 数.
证明 第一种情形 对于投射模 Pj , 有
0 −→ PjJ −→ Pj −→ Pj/PjJ −→ 0. (5.1)
因 Pi 为 G- 投射模, 故
0 −→ (Pi, PjJ)G −→ (Pi, Pj)G −→ (Pi, Pj/PjJ)G −→ 0,
从而
DimF (Pi, Pj)G = DimF (Pi, PjJ)G + DimF (Pi, Pj/PjJ)G.
因为 Pi ∼= Pi/PiJ , 所以有
cij = DimF (Pi, PjJ)G + cij .
对于 DimF (Pi, PjJ)G, 一方面由文献 [5] 可知
DimF (Pi, PjJ)G = DimF ((PjJ)∗, P ∗i )
G. (5.2)
另一方面, 由式 (5.1) 可得
0 −→ (Pj/PjJ)∗ −→ P ∗j −→ (PjJ)∗ −→ 0. (5.3)
再由引理 2.3 知, S(P ∗j ) = (Pj/PjJ)
∗, 故由式 (5.3) 有
(PjJ)∗ ∼= P ∗j /S(P ∗j ).
从而
dimF ((PjJ)∗, P ∗i )

















其中 (x∗ji) 为 F [G]/r(J) 的左 Cartan 矩阵, 它由 {P ∗1 /S(P ∗1 ), P ∗2 /S(P ∗2 ), . . . , P ∗n/S(P ∗n)} 决定.
注意到 P ∗j ∩ I = S(P ∗j ), 则由式 (5.2) 可知
cij = cij + x∗ji. (5.4)
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类似的, 由引理 5.2 可得











= DimF ((JP ∗j )








= DimF ((JP ∗j )
∗, Pi)G + cij∗.
同上所证, (JP ∗)∗ = P/I ∩ P (注意对称代数的理想的左、右零化子相等).
DimF ((JP ∗j )
∗, Pi)G = DimF (Pj/I ∩ Pj , Pi)G
= Soc(Pi)作为Pj/I ∩ Pj的合成因子所出现的重数
= Hd(Pi)作为Pj/I ∩ Pj的合成因子所出现的重数




∗ + xji. (5.5)
又由文献 [5] 知, F [G] 和 F [G/N ] 的 Cartan 矩阵是对偶和对称的, 故由式 (5.4) 和式 (5.5) 综合可得,
cij = cij + xij .
第二种情形 设 Pi ∈ S2, Pj ∈ S1. 则有
(Pi, Pj)G = (PiAN , Pj)G = (Pi, PjJ)G.
同情形一中讨论, 可得 cij = x∗ji. 又 cij 为对偶和对称的, 故 cij = xij .
第三种情形 设 Pi, Pj ∈ S2. 由第一种情形中的讨论可知
DimF (Pi, Pj)G = DimF (Pi, PjJ)G + DimF (Pi, Pj/PjJ)G.
记 aij = DimF (Pi, Pj/PjJ)G = DimF (Pi/PiJ, Pj/PjJ)G, 为对称代数 F [G]/F [G]J 的 Cartan 数, 故 aij
是对偶和对称的. 同上讨论可得 cij = aij + xij . 证毕.
考虑定理 5.3 中两种极端情形. 若 N 是 p′- 群, 则所有 xij = 0. 由定理 5.3 可知, 此时 S2 的
Cartan 数不提供任何新的信息. 若 N 是 p- 群, 则 S2 为空集. 只有情形一发生.
考虑对 G 的 p- 块代数的 Cartan 矩阵应用上述结果. 若 B 是 G 中覆盖了 N 中 p- 亏零块的 p-
块代数, 则由定理 4.4 知 B 不含 F [G]/I- 单模. 从而 F [G]/I 关于 B 中主不可分模的所有 Cartan 数
xij 等于 0. 进一步的, 一个块代数的 Cartan 矩阵不能分裂成无交的两个部分, 使得 B 的所有主不可
分模或者属于 S1, 或者属于 S2. 从而可得:
推论 5.4 设 N 为 G 的正规子群. 则 B 为 G 上覆盖了 N 中 p- 亏零块的 p- 块代数当且仅当
B 的 Cartan 矩阵等于 B 在 F [G/N ] 中的像的 Cartan 矩阵或者 B 在 F [G]/F [G]J 中的像的 Cartan
矩阵, 其中 J = J(F [N ]).
证明 如果 B 覆盖了 N 中 p- 亏零块, 那么由上面的讨论可知, 必要性成立. 反之, 若 B 的
Cartan 矩阵等于 B 在 F [G/N ] 中的像的 Cartan 矩阵或者 B 在 F [G]/F [G]J 中的像的 Cartan 矩阵,
则存在 B 中某个主不可分模 Pi, 使得 F [G]/I 中对应于 Pi 的 Cartan 数 xii = 0. 从而 Pi 6 I, 且由定
理 4.1 可知 B 覆盖 N 中某个 p- 亏零块.
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注记 5.5 若 N 为 p′- 群, B 在 F [G/N ] 中的像非零, 众所周知 B 和它的像有相同的不可约特
征标. 以上结论推广了这一结果.
注意, 下面的叙述中, “c 是对应于单模 E 的 Cartan 数” 是指 c 为 E 在其投射覆盖的合成列中所
出现的重数.
推论 5.6 设 N 为 G的正规子群, G/N 为 p-群. c11 记为对应于平凡 G-模 F 的 Cartan数. 则
c11 > |G/N |, 且等式成立当且仅当 G 是 p- 幂零的且 N = Op′(G).
证明 因为 G/N 是 p- 群, 集合 S1 仅包含一个元素 P , 即为平凡 G- 模 F 的投射覆盖. G/N 中
对应于平凡 G/N - 模的 Cartan 数 c11 为 |G/N |, 故 c11 > |G/N |. 等式成立当且仅当主 p- 块覆盖 N
中亏零块. 即主 p- 块仅有一个不可约 Brauer 特征标.
下面讨论群 G 的合成因子和 Cartan 数的关系, 并且推广了文献 [9] 中, 关于 Cartan 不变量 c11
的下界的一个结果.
对于下述 G 的正规群列
1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gn 6 Gn+1 = G,
记 k 为集合 Gi/Gi−1, i = 1, 2, . . . , n + 1 中非平凡 p- 群的个数.
定理 5.7 符号记法同上, 设 Ej 为 G/Gn- 单模, cjj 为 G 中对应于 Ej 的 Cartan 数. 则有
cjj > k + 1. 特别的, 若 G/Gn 为 p- 群, 则有 c11 > |G/Gn|+ k − 1.
证明 首先, 因为 Gi 平凡作用在 Ej 上, 所以 Ej 也可视为 G/Gi- 模, i = 0, 1, . . . , n− 1.




jj , 其中 c
(1)
jj 为 F [G/G1] 中对应于 Ej 的 Cartan 数,
x
(1)
jj 为 F [G]/I 中对应于 Ej 的 Cartan 数, I = {α ∈ F [G]|J(F [G1])α = 0}.











F [G/G2] 中对应于 Ej 的 Cartan 数, x
(2)
jj 为 F [G/G1]/I1 的 Cartan 数, I1 = AnnrJ(F [G2/G1]).





jj + · · ·+ x(2)jj + x(1)jj ,
其中 c(n)jj 为 G/Gn 中对应于 Ej 的 Cartan 数. 注意到, 若 Gt/Gt−1 是 p- 群, 则 x
(t)
jj 6= 0. 如果 G/Gn
是 p- 群, 那么由推论 5.6 可知 c(n)jj > |G/Gn|. 证毕.
定理 5.7 还可以从 p- 块的角度来看. 同上取 G 的正规群列, 对于 G/Gn 上的单模 E, 设 B(i) 为
G/Gi 上含 E 的 p- 块. 如果 G 的 p- 块 B 含单模 E, 那么存在下述自然满同态序列:
B
f1−→ B(1) f2−→ B(2) −→ · · · fn−→ B(n),
其中 fi 为从 G/Gi−1 到 G/Gi,和从 B(i−1) 在 G/Gi 中的像到 B(i) 的投射的合成. 由推论 5.4, B(i) 和
B(i+1) (记 B(0) = B, i = 0, 1, . . . , n− 1) 有相同的 Cartan 矩阵当且仅当 B(i) 覆盖 F [Gi+1/Gi] 中的 p-
亏零块. 设 k 为覆盖非 p- 亏零块的块 B(i) 的个数, i = 0, 1, . . . , n− 1, 则有
定理 5.8 符号记法同上, 设 c 为 G 中对应于单模 E 的 Cartan 数, 且 E 属于 p- 块 B(n). 则
c > k + 1.
证明 由上述讨论可得.
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6 Cartan 不变量和 Brauer 特征标的次数
设 N 正规于 G, b 为 N 中 p- 块, 记 Bl(G|b) 为 G 中所有覆盖 b 的块所构成的集合. 找出它们之
间的联系是很重要且困难的研究课题. 而有了前面章节关于 N 中亏零块的结果, 就可以研究 G 中覆
盖了 N 上亏零块的块的性质. 对于 N 正规于 G, b 为 N 中只含一个不可约 Brauer 特征标的 p- 块,
本节将研究覆盖了这样的 b 的 G 中的 p- 块, 得到关于 Cartan 不变量和 B 的 Brauer 特征标次数的
一些结果. 在文献 [10, 11] 中, Holm 和 Willems 给出了有关 Brauer 特征标次数的几个猜想, 并且证明
了某些情形下猜想成立. 本文在更一般的情形下也证明了猜想成立, 并且在一定的条件下, 对于 Holm
和 Willems 在文献 [11] 中提出的问题给出了肯定的回答.





其中 ei 为 Ei 的分歧指数, TV 为 V 的惯性群, V t 为 V 的共轭模.
设 Pi 为 Ei 的投射覆盖. 作为 N - 模, Pi 或它的特征标有类似的分解式. 参看 [7, 第 VI 章, 引
理 1.3], [13, 389页,问题 10], [15,第 VIII章,推论 8.8]. 这里我们以新的证明改进他们的结果.设 V 为
单 N - 模, PV 为其投射覆盖, t ∈ G, 则 P tV 是 PV 的共轭模, 且为 V t 的投射覆盖.










其中 ai > ei, 等式成立当且仅当 Ei 是 N - 投射的.


















V ), 其中 t 取遍 G/N 的一个子集中元素. 下面我们将证明
实际上 t 取遍了 G/N 中元素.
因为作为 G- 模, 有 PiJ(F [N ]) 6 PiJ(F [G]) 成立, 从而有正合列:
0 −→ PiJ(F [G])/PiJ(F [N ]) −→ Pi/PiJ(F [N ]) −→ Pi/PiJ(F [G]) −→ 0.
又 Pi/PiJ(F [N ]) 作为 N - 模完全可约, 上述正合列此时可裂. 从而
(Hd(Pi))N = (Pi/PiJ(F [G]))N |(Pi/PiJ(F [N ]))N = Hd((Pi)N ).






V , at > ei, 任意的 t ∈ G/N.
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因为
at = DimF ((Pi)N , V t)N
= DimF (Pi, (V t)G)G
= DimF (Pi, V G)G
= DimF ((Pi)N , V )N
= a1,
对任意的 t ∈ G/N , 均记 at 为 ai, 它只由 Pi 决定. 比较 ei 和 ai, 由上述讨论可知 ai = ei 当且仅当
PiJ(F [G]) = PiJ(F [N ]), 即 Ei 是 N - 投射的 (参见文献 [7, 第 VI 章, 引理 2.1]). 证毕.
为了更好地理解 Holm 和 Willems 的猜想, 记
IBr(B) = {ϕi|i = 1, 2, . . . , l(B)}.
设 Φi, i = 1, 2, . . . , l(B) 为对应于 ϕi 的主不可分模的 Brauer 特征标. 块 B 的亏群为 DB . 定理 6.1 中
出现的 ei 和 ai 分别称为 ϕi 和 Φi 的分歧指数.






























上式等号成立当且仅当 ai = ei, i = 1, 2, . . . , l(B), 即 DB 6 N (参见文献 [7, 第 VI 章, 定理 2.3]) 或者
DB = Db.
根据推论 6.2, 如果 B 覆盖 N 上的块 b, 且 l(b) = 1, DB 6 N , 那么 Holm 和 Willems 的局部猜想
成立. 特别的, 他们的猜想对于亏群为正规子群的块 B 也成立.
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若没有条件 l(b) = 1, 对于 p- 可解群, Holm 和 Willems 在文献 [11] 中证明了其局部猜想依然成
立. 对于更一般的条件:存在 p-可解正规子群 N 包含块 B 的亏群 DB , 我们将证明该猜想也成立. 设
θi ∈ IBr(b), ϕi 位于 θi 上方, Ψi 为对应于 θi 的投射 Brauer 特征标.
推论 6.3 符号记法同上, 设 N 是 G 的正规子群, b ∈ Bl(N), 且 B ∈ Bl(G|b). 若亏群 DB 6 N ,






进一步的, Willems 的局部猜想对于这样的块 B 成立.
证明 首先, 由已知条件 DB 6 N 注意到 Db = DB . 可得 (定理 6.1 中定义的) 数 ei = ai,






















记 C 为以 D 为亏群的 p-块 B 的 Cartan矩阵. Holm和Willems在文献 [11]中提出了一个问题:
Tr(C) 6 l(B)|D| 是否成立?
这个问题的重要性在于它暗含了 Holm 和 Willems 的猜想. 我们在某些情形下得到了该问题的肯定回
答. 符号记法依然同上.
引理 6.4 对于 G的正规子群 N , b ∈ Bl(N),设 B ∈ Bl(G|b),且其 Cartan矩阵为 C = (cij). DB
和 Db 分别为 B 和 b 的亏群. 若 l(b) = 1, 则有
(1) cii 6 aiei |Db|, cij 6
ai
ej
|Db|, 其中 ei, ai 是定理 6.1 中定义的数.
(2) 进一步, 若提供 ϕi 的单模 Ei 是 N - 投射的, 则有 cii 6 |Db|.

















cijej > cijej ,
可知 (1) 成立.
当 Ei 是 N - 投射时, ai = ei. 从而 (2) 成立.
下面就在上述条件下给出 Holm 和 Willems 的问题的肯定回答.
定理 6.5 对于 N 正规于 G, 设 p- 块 B 以 DB 为亏群, 且覆盖 N 中 p- 块 b. 若 l(b) = 1,
DB 6 N . 则有
Tr(C) 6 l(B)|DB |.
特别的, 若 B 的亏群 DB 是正规的, 仍有
Tr(C) 6 l(B)|DB |.
证明 由已知条件可知, ai = ei, i = 1, 2, . . . , l(B), 且 b 的亏群 Db = DB . 再由引理 6.4可得结论
成立.







从而对于块 B, 如果 B 覆盖了 N 中块 b, 且 l(b) = 1, DB 6 N , 或者 B 的亏群正规, 分别由定理 6.5
和推论 6.2 可得, Holm 和 Willems 的猜想均成立.
7 本文结果的应用
本节我们进一步考虑前述章节中的结果的应用. 在 N 为 G的正规 p-子群这种常见情形下, 我们
的结果将会更加清楚和准确. 例如, Brauer问题 VII (参见文献 [7,第 IV章,第 5节])即是关于给定亏
群条件下 Cartan不变量的边界问题.若 G是 p-可解的, Fong (参见文献 [7, 第 X章,第 4节])指出亏
群的阶为 Cartan 不变量的上界. 在本文所讨论的条件下, 我们给出 Cartan 不变量的新的边界. 这一
问题有助于我们理解 G 的群不变量和 F [G] 的代数不变量之间的关联. 符号记法同上.
性质 3.1 在新的前提下结论可以改进. 下述结果的第一部分可以直接由文献 [9] 获得, 这里将以
更简洁的方式证明它们.
性质 7.1 设 A = F [G], N 为 G 的正规 p- 子群. 则:
(1) 记 Z(A) 为 A 的中心, N̂ =
∑






ayN̂y, ay ∈ F
}
= AN̂
是由 N̂ 生成的 A 的理想.
(2) I2 = 0, 且Soc(F [G]) 6 I 6 J(A), 其中 Soc(F [G]) 为 A 的基座.
768
中国科学 : 数学 第 40 卷 第 8 期
(3) 设 A 的主不可分模分解式为 A =
⊕
i Pi. 则 A/I 有类似的分解式 A/I =
⊕
i Pi/Pi ∩ I, 且与
A 的直和分解式有相同的项数.
证明 注意到, I = r(J(F [N ])) = {α ∈ F [G]|J(F [N ])α = 0}, J(F [N ]) = 〈x− 1|g ∈ N〉为由 x− 1,
x ∈ N 生成的 F [N ] 的理想. 设 α = ∑g∈G agg ∈ I, 则对任意的 x ∈ N 有
















从而对任意的 x ∈ N , y ∈ G 有 ax−1y = ay. 论断 (1) 成立.
注意到 N̂2 = |N |N̂ = 0, 从而由论断 (1) 可知 I2 = 0, I 6 J(A). 又因为 J(F [N ])Soc(F [G]) 6
J(A)Soc(F [G]) = 0, Soc(F [G]) 6 I. 所以论断 (2) 成立.
由性质 3.1 和论断 (2) 可得 J(A/I) = J(A)/I, 从而
Hd(A/I) = Hd(A) = A/J(A),
故不存在 Pi 使得 Pi ∩ I = Pi. 论断 (3) 成立.
关于 Cartan 不变量的边界问题有如下结果:
推论 7.2 对于单模 Ei, 若其顶点 N 为正规的, 则有 cii 6 |N |.
证明 由引理 6.4 易知.
定理 7.3 对于 N 正规于 G, b ∈ Bl(N), 设 B ∈ Bl(G|b), 且其亏群为 DB . 若 l(b) = 1, DB 6 N .
则有
cij 6 |DB |, i, j = 1, 2, . . . , l(B).
特别的, 若 DB 是 G 的正规子群, 则有
cij 6 |DB |, i, j = 1, 2, . . . , l(B).
证明 根据引理 6.4 可知
cii 6 |DB |, i = 1, 2, . . . , l(B).
从而对任意的 1 6 i, j 6 l(B) 有
cij 6
√
ciicjj 6 |DB |.
证毕.
应用定理 5.7 和推论 7.2 可得关于 G 的正规群列的一个结果.
推论 7.4 对于 G 的正规群列
1 = G0 6 G1 6 · · · 6 Gn 6 Gn+1 = G,
记 k 为集合 Gi/Gi−1, i = 1, 2, . . . , n + 1 中非平凡 p- 群的个数. 若 Ei 是单 G/Gn- 模, 且其顶点 N 为
正规的, 则有 k + 1 6 cii 6 |N |.
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证明 由定理 5.7 和推论 7.2 易知.
下述是关于 B 的 Cartan 矩阵 C = (cij) 的特征值问题的结果. 该结果稍微推广了文献 [12] (可见
文献 [7, 第 IV 章, 4.26]) 的一个结果. 感谢惠昌常 (C. C. Xi) 教授指引我们关注文献 [12].
定理 7.5 对于 N 正规于 G, b ∈ Bl(N), 设 B ∈ Bl(G|b), 且其亏群为 DB . 若 l(b) = 1, DB 6 N .
则 |DB | 为 B 的 Cartan 矩阵 C = (cij) 的特征值, 其特征向量为
(e1, e2, . . . , el(B)),
其中 e1, e2, . . . , el(B) 为定理 6.1 中定义的数值. 特别的, 对于亏群为正规子群的 p- 块 B 结论仍成立,
其特征向量为
(ϕ1(1), ϕ2(1), . . . , ϕl(B)(1)).
























当 N = DB 正规于 G 时, ei = ϕi(1), i = 1, 2, . . . , l(B).
8 实例
本节将给出前述章节主要结果的一些实例. 从这些实例中显现本文结果的意义和价值所在.
因为 J(F [N ])在 F [G]中的零化子 I 包含了 Soc(F [G]),所以下面在定理 5.3中考虑 I = Soc(F [G])
的特殊情形.
例 8.1 在定理 5.3 中, Ann(J(F [N ])) = I = SocF [G] 时结论又会如何呢?
因为 F [G] 为对称代数, 所以有
F [G]J(F [N ]) = J(F [G]).
从而 F [G/N ] 是一个半单代数, G/N 是一个 p′- 群. 进而 N 包含 G 的一个 Sylow p- 子群. 反之, 若
N £G,且 N 包含 G的一个 Sylow p-子群. 则由已知条件可得,任意一个单 G-模 E 是 N -投射的,从
而 E 的投射覆盖 P 满足条件 PJ(F [G]) = PJ(F [N ]). 所以有 J(F [G]) = F [G]J(F [N ]), I = Soc(F [G]).
上述讨论表明: I = Soc(F [G]) 当且仅当 N 包含 G 的一个 Sylow p- 子群.
由定理 5.3, Cartan 矩阵的分解式为
cij = xij , i 6= j; cii = 1 + xii.
使用定理 5.7 中的记法, 又有
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例 8.2 设 S4 为 4 个文字上的对称群. 则有
1 < F (G) ' K4 < G′ ' A4 < G = S4.








其中 Cartan数 c11 = 4 > |G/N |+k−1. S4 上另有一个单模,其顶点为正规子群 K4,且对应于 c22 6 4.





2 1 0 0
1 2 0 0
0 0 1 0




其中 Cartan 数 c11 = c22 = 2 = k + 1.
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Decomposition of Cartan matrix and conjectures on Brauer char-
acter degrees
ZENG JiWen, WANG HuiQun & SI HuaBin
Abstract Let G be a finite group and N a normal subgroup of G. We denote by J = J(F [N ]) the Jacobson
radical of F [N ] and by I = Ann(J) = {α ∈ F [G]|Jα = 0} the annihilator of J in F [G]. In this paper, we study the
decomposition of Cartan matrix of F [G] in terms of that of F [G/N ] and F [G]/I. This decomposition establishes
some connections between Cartan invariants and chief composition factors of G. We will prove that existing
zero-defect p-blocks in N depend on the properties of I in F [G] or Cartan invariants. We shall demonstrate that
the decomposition of Cartan matrix partly depends on properties of blocks in N covered by B. We are mainly
concerned with the block B of G which covers a block b of N with l(b) = 1. In two cases, we will prove that the
conjectures on Brauer character degrees hold for the block algebras, covering some cases studied by Holm and
Willems. Furthermore we give an affirmative answer to the question raised by Holm and Willems in our cases.
Some other results about Cartan invariants are presented here.
Keywords: Cartan matrix, block algebra, Brauer characters
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